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Abstract
This paper presents the effect of surface 

roughness to transient elastohydrodynamic 
lubrication in spur gear that the line of contact is 
being in line using the Newtonian fluid lubricant 
under isothermal condition. The finite different 
method, Newton-Raphson Method and Multigrid 
method were applied to solve the transient 
modified Reynolds equation, elastic equation 
and viscosity equation in order to obtain the film 
pressure profiles, film thickness profiles and 
traction coefficient in the contact region. 
The simulation results show that the film 



thickness reaches its minimum at the approach 
point, and as the line of action increases, the film 
thickness increase. The minimum traction 
coefficient was occurrence at pitch point. The 
surface roughness has a significant effect on the 
film pressure. The amplitude of surface 
roughness increases, the film thickness 
decreases while the traction coefficient and film 
pressure fluctuate.

Keyword: Reynolds equation, elastohydro-
dynamic lubrication, multigrid method, 
spur gear.
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����Q�	����	�CE�	�**CD�!�	��$�����L$
��	�����#��	CD��CE�	!���+J��� 1

�+J��� 1 ��	�$�$������	���#�!�
��	�CE�	��*��$�CE�	!��
��	�CE�	�**CD�!�	

����*�����	CD� �CE�	��� �$�$  S %��
!Q��"�,	#�!�
��	�CE�	����������#�!�
� ar ��$ br ��� �
Pressure angle ψ �����)�M�*��G���������B��
�����	��	��$*�� 2 !�������������l�I����"� � aω
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( )1 sinbR S r Sψ= + (1)
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� L��*�!���	CD��CE�	��$���"�,�������	

�	!���	 ���  1 ��$!���	���  2 ����L$��	
����"��*B����	CD��CE�	 ���$���CD��CE�	G���*��$
����$����Q�	����	CD��CE�	����$�$����*!,�	q 
��	�	�+J��� 3a )A	�+J��� 3c

!���	��� 1 � L��*�!���	CD��CE�	
� L��*�!���	CD��CE�	 PINION GEAR
%Q����CD��CE�	 50 100
��+� (m) 2 2
Pressure Angle  (ϕ ) 20 �	��
��������	��	CD��CE�	 25 mm.
MATERIAL AISI 304

!���	��� 2 � L��*�!���	���"�,�����
� L��*�!���	���"�,����� PAO 40

Inlet Density ( )0ρ ,kg/m3 845.0
Inlet Viscosity ( )0η , Pa-s 0.3338
Viscosity-Pressure Index ( )Z 0.366

%�����%Q���	���"�,������**������!
GH�� G�������	�CE�	CD�!�	������B���JK����������
�CE�	��*���$ 20 kW ��$�Q�	�����������l���* 500
rpm ������"�,����������� L��*�!��JK���	G"�����!
�����G�,��B�%������J������J�	� L"�+����	
���"�,����� #*�,����!Q��"�,	CD��CE�	������*��� 
(!Q��"�,	 I) ����"��CO�
����"�,��������,������ 
�����	���!Q��"�,	�	��,����������	CO�
����"�,�����
������,�!��%����������	B��CD��CE�	 ����"��
CO�
� ���"�,��������,������ ��,���* 0.39 mµ ��$ 

0.37 mµ �����B����	CD��CE�	�JK�B������*��$B��
"��*!���Q��* %����@���������$CO�
����"�,�
����������,�!��G��#����A@� ���!Q��"�,	#��-
 (!Q��"�,	 P) 
�JK�!Q��"�,	���CD��CE�	��*���$�+	�  �,	B�I"�����
����	��	������B����$������CO�
����"�,��������,�
�#����A@� ������CO�
����,��+	� ��� 0.927 GPa ��$ 
0.999 GPa �����B����	CD��CE�	�JK�B������*��$B��
"��*!���Q��* ��$���!Q��"�,	CD��CE�	�����%�����
(!Q��"�,	 E) ����"��CO�
����,�����  ����"��
CO�
����"�,��������,������ ���,���,���* 1.01 mµ
��$ 0.974 mµ �����B����	CD��CE�	�JK�B������*��$
B��"��*!���Q��* �����	%��������l���	B��CD��CE�	
���,����� ��$���$���CD��CE�	G���*��	��	�	
�+J��� 4 

�+J��� 3a ����L$����"��*��	B��CD��CE�	

�+J��� 3b !Q��"�,	���CD��CE�	�*���



�+J��� 3c ����$����Q�	����	CD��CE�	����$�$����*!,�	q 
��	CD��CE�	

a) �����G�,������"��*��	B��CD��CE�	

b) �����������"��*��	B��CD��CE�	

�+J��� 4 ��	�����$%��!����	��������$����"��CO�
�
���"�,��������!Q��"�,	����*�����	CD��CE�	!,�	q�����B��
��	CD��CE�	�JK��**B������*��$B��"��*!���Q��*

�����#�%��L�����Q�	����	�CE�	CD�!�	���
�$�$����*���!,�	q ��	�CE�	 #*�,�����!Q��"�,	
CD��CE�	������*��� ����"��CO�
����"�,���������� 
���,������  ������$�$����*�����	CD��CE�	�#����A@� 
����"����	CO�
����"�,����������  ���,��#����A@�
��,�	����l������	%��CD��CE�	����	CO�
����"�,�����
G��#����A@���$��������,��	���������$�$����*������	
CD��CE�	�����,� -4.81 mm. %��!Q��"�,	#�!�
 ���
�$�$����*�����	CD��CE�	��,���* -0.71 mm. %��
!Q��"�,	#�!�
 CD��CE�	�J�����%������*��� 2 �+,��
�JK��*��� 1 �+, ���$��	CD��CE�	�#����A@���������I
�JK� 2 ��,� ����"��CO�
����"�,���������� ���,�
��	��,�	���������I���!Q��"�,	�	��,��%����@�%A	���
�,��#����A@���$��	������@	 �����CD��CE�	�J�����%��
����*��� 1 �+,���JK��*��� 2 �+, ����$�$����*�����	
CD��CE�	��,���* 0.46 mm. %��!Q��"�,	#�!�
 ���$
��	CD��CE�	��	��������I 2 ��,� ����"��CO�
�
���"�,����������  ���,��#����A@��**��������I��$
��	��,�	����l� ����%A	���,��#����A@�������@	%�)A	
�$�$����*�����	CD��CE�	��,���* 1.16 mm. %��
!Q��"�,	#�!�
����"����	CO�
����"�,���������� 
��������,��	��� ��	�	�+J��� 5

#�%��L��,����J�$���M�P��������������
�$�$����*���!,�	q ��	�CE�	 #*�,����!Q��"�,	
CD��CE�	������*��� �,����J�$���M�P��������������,�
��,���* 0.073 ��$ 0.118 �����B����	CD��CE�	�JK�B��
����*��$B��"��*!���Q��* �����	%��CO�
���	
���"�,�����������,�!�� �Q�I"�����"����	CO�
����
"�,��������,�������$B�!,�	��	������l�B����	�CE�	
��*��$�CE�	!�� (Slip/Slide Ratio) ���,����� 



�,	B�I"����� ������}�����$���������}���
���,���� ������$�$����*�����	CD��CE�	�#����A@�
�,�����J�$���M�P����������� ���,��#����A@���,�	
����l���$���,��+	� ������$�$����*�����	CD��CE�	
��,���* -5.07 mm. %��!Q��"�,	#�!�
 ���,���,���*
0.106 ��$ 0.149�����B����	CD��CE�	�JK�B������*
��$B��"��*!���Q��* �����	%��CD��CE�	����	CO�
�
���"�,�����G��#����A@��Q�I"���������	CO�
����"�,�
�����#����A@���,�	����l� �Q�I"����������}��������$�Q�
�� *CO �
 � � � �"�, � ��� � �� �, � � #�� � �A@ �  % � ���@ � �, �
���J�$���M�P��������������,���	������$�$���
�*�����	CD��CE�	���,��#����A@������	%��B�!,�	��	
������l�B����	�CE�	��*��$�CE�	!�� (Slip/Slide 
Ratio) ���,���	 �,	B�I"����������}��������$�Q���*
CO�
����"�,��������,���	 ������$�$����*�����	
CD��CE�	��,���* -0.71%��!Q��"�,	#�!�
CD��CE�	
�J�����%������*��� 2 �+,���JK��*��� 1 �+, ���$��	
CD��CE�	�#����A@���������I�JK� 2 ��,� �,����J�$���M�P
���������������,��#����A@���,�	��������I%��
0.008 GJ�JK� 0.020 ��$%�� 0.008 GJ�JK� 0.027
���� �B� ���	CD� �CE�	 �JK�B� � � �� �*��$B� �"��*
!���Q��* ����$�$�$�$����*�����	CD��CE�	��,���* 
-0.60 mm. %��!Q��"�,	#�!�
 �����	%�����$����#����A@�
��	CD��CE�	�Q�I"���������	CO�
����"�,��������,�
�#����A@� �,	B�I"�����"����	���"�,�������$����
�����}��������$�Q���*CO�
����"�,��������,��#����A@� 
%����@��,����J�$���M�P��������������,���	�����
�$�$����*�����	CD��CE�	�#����A@�%����,������ 
��,���* 0.0001 ���!Q��"�,	#�!�
 �����	%�����!Q��"�,	
#�!�
������l���	CD��CE�	��*��$CD��CE�	!�����,�

��,���� (Pure Rolling)�,	B�I"��,�������}�����$
���������}������,������ ���!Q��"�,	#�!�
 %����@����
�,��#����A@�������$�$����*����#����A@� %�)A	!Q��"�,	���
CD��CE�	�J�����%������*��� 1 �+,���JK��*��� 2 �+,
����$�$����*�����	CD��CE�	��,���* 0.46 mm. �,�
���J�$���M�P��������������,���	%�� 0.017 GJ
�JK� 0.006 ��$%�� 0.022 GJ�JK� 0.007 �����B����	
CD� �CE �	 �JK�B� � � �� �*��$B� �"��*!���Q ��* 
�����	%������"����$��������	CO�
����"�,�����
��	 ��$�,����J�$���M�P��������������,��#���
���*�A@�GJ!���$�$����*�����	CD��CE�	����#����A@�
%����,���,���* 0.048 ��$ 0.050 �����B����	CD��CE�	
�JK�B������*��$B��"��*!���Q��* ���!Q��"�,	
CD��CE�	��������%����� ��	�	�+J��� 6

�+J��� 5 ��	����"��CO�
����"�,���������� ����$�$����*
!,�	q ��	CD��CE��	

�����#�%��L�B�%���#����A@���	����"��*
B����	CD��CE�	�����!,�#F!��������"�,����� #*�,�
��������	CO�
����"�,����������������,	�#����A@�
�!,����"����	CO�
����"�,��������,���	 �JK�B�
�����	%������"��*��	B����	��$*���Q�I"�����
"����	CO�
����"�,�������	�,	B�I"���������	



CO�
����"�,�����������J������J�	!������L$��	
����"��*B����,�	� ���	��	�	�+J��� 7

�+J��� 6 ��	 ���J�$���M�P���������������$�$����*!,�	q 
��	CD��CE�	

�+J��� 7 ��	�����$%��!����	��������$����"��CO�
�
���"�,��������!Q��"�,	#�!�
 �������������	B����	CD��CE�	

!,�	q

#�%��L��,�����"��CO�
������ ��$
���J�$���M�P���������������$�$����*���!,�	q 
��	�CE�	#*�,�����"����	CO�
����"�,���������
� ���,���	�!,���J�$���M�P��������������,�
�#����A@����������"��*B����	CD��CE�	���,��#����A@� 
��	�	�+J��� 8 ��$�+J��� 9

���$����CE�	G���*�#����A@��,	B�I"�������
CO�
����"�,����� ���������,	��	������CO�
����
"�,�������$��������	��	������B�����,��#����A@��!,�
����"����	CO�
����"�,��������,���	 ��	�	�+J
��� 10

�+J��� 8 ��	����"��CO�
����"�,���������� ����$�$����*
!,�	q ��	CD��CE�	�������������	B����	CD��CE�	!,�	q

�+J��� 9 ��	���J�$���M�P���������������$�$����*!,�	q 
��	CD��CE�	�������������	B����	CD��CE�	!,�	q

����$�$����*���!,�	q ��	�CE�	#*�,��,�
����"��CO�
����"�,���������� ���,���	�!,�,�
���J�$���M�P��������������,��#����A@���������$���
CD��CE�	G���*�#����A@���	�	�+J��� 11 ��$�+J��� 12



�+J��� 10 ��	�����$%��!����	��������$����"��
CO�
����"�,��������!Q��"�,	#�!�
 ������$��	CD��CE�	!,�	q

�+J��� 11 ��	����"��CO�
����"�,���������� ����$�$���
�*!,�	q ��	CD��CE�	������$��	CD��CE�	!,�	q

�+J��� 12 ��	���J�$���M�P���������������$�$����*!,�	q 
��	CD��CE�	������$��	CD��CE�	!,�	q

����#����A@���	������l���	�CE�	�,	B�I"�
����"����	CO�
����"�,��������!Q��"�,	#��!-
���,�
�#����A@������	%����!�����G"���	���"�,��������
�#����A@������������l���	B��CD��CE�	�#����A@� �!,����
��CO�
����"�,�������$���������,	��	������
CO�
����"�,�����G�,�J������J�	 ��	�	�+J��� 13
����"��CO�
������ ��$���J�$���M�P��������
�������$�$����*���!,�	q ��	CD��CE�	���,��#����A@�
�����������l���	�CE�	�#����A@���	�	�+J��� 14 ��$�+J
��� 15

�+J��� 13 ��	�����$%��!����	��������$����"��
CO�
����"�,��������!Q��"�,	#�!�
 ���������l���*!,�	q��	

CD��CE�	

�+J��� 14 ��	����"��CO�
����"�,���������� ����$�$���
�*!,�	q ��	CD��CE�	���������l���*!,�	q��	CD���CE�	



a) �����G�,������"��*��	B��CD��CE�	

b) �����������"��*��	B��CD��CE�	

�+J��� 15 ��	���J�$���M�P���������������$�$����*!,�	q 
��	CD��CE�	���������l���*!,�	q��	CD��CE�	

5. ��RT��
%�����%Q���	B�����"��*B�������!,�

#F!��������"�,������**������!GH��G�������	
�CE�	CD�!�	������B�� �JK����� �����G�,��B���	
� L"�+��#*�,�

5.1 ����"��CO�
������ ����A@����!Q��"�,	
CD��CE�	������*�����$���*�� ��LCD��CE�	������*
���J�$���M�P��������������,��+	� 

5.2 ����"����	CO�
����"�,��������,�
�#����A@�������$�$����*�����	CD���CE�	���,��#����A@�

5.3 ���!Q��"�,	#�!�
 ��������	��	������B�� 
��������	CO�
����"�,���� ����, ����� �!,�
���J�$���M�P��������������,������ 

5.4 ���J�$���M�P��������������,��#����A@�
�!,����"��CO�
������ ���,���	���������"��*
��	B��CD��CE�	���,��#����A@�

5.5 ��������$���CD��CE�	G���*�#����A@� ����
����	CO�
����"�,����� ���J�$���M�P�����������
���,��#����A@��!,�����"��CO�
������ ���,���	

5.6 ������l���*I�����Q�	����	�CE�	���
�#����A@��Q�I"� ���J�$���M�P�������������$����
"��CO�
������ ���,��#����A@�

6. �������	T�I��X
	����%����@G���*������*�� �� ���%�������%��

� ,�I"�, J�$%Q�J~ 2553 %���Q������%����������!�

��$��������� �"������������������#�$%�������
#�$����"��� 

7. �;Y�;�EHL
b ��������	��A�	"�A�	��	������B�� , m

( )1 20 08b R W π=

RTC ���,���������	���!Q��"�,	Iq����*��*
!Q��"�,	#��!-
�, 0RT XC R R=

UTC ���,��������l����!Q ��"�,	Iq ����*��*
!Q��"�,	#��!-
�, 0UTC u u=

WTC ���,�����$���!Q��"�,	Iq ����*��*!Q��"�,	
#��-
�, 0WTC w w′=

E ��+���������"� ,���	CD��CE�	, Pa
E′ ��+���������"� ,��}������	CD��CE�	, Pa



( ) ( )2 2
1 1 1 11 1 2 1 1E E Eυ υ ′ = − + − 

f ���J�$���M�P����������� 
h ����"��CO�
����!Q��"�,	Iq, m
0h ����"��CO�
����!Q��"�,	�A�	���	, m
H ����"��CO�
�G����!��, ( )20H h R b=

0H ����"��CO�
����!Q��"�,	�A�	���	G����!� 
( )20 0 0H h R b=

p ������, Pa
P ������G����!��, HP p P=

HP �������+	� I�������B����	 Hertz, Pa
( )1 20 2HP E W π′=

0R ������������	�}���� ���!Q��"�,	 Pitch, m

( ) ( )0

1 1 1
sin sina bR r rψ ψ

= +

XR ������������	�}���� ���!Q��"�,	#��-
�, m
1 21 1 1XR R R= +

ar �������	�	���#���
��	�CE�	��*, m
br �������	�	���#���
��	�CE�	!��, m
t ����, s
T ����G����!��, ( )0T u b t=

2u ������l����B�����B����	�CE�	!��, m/s
1u ������l����B�����B�����	�CE�	��*, m/s
u ������l��}������	B��CD��CE�	!Q��"�,	Iq, 

m/s ( )1 2 2u u u= +

0u ������l��}����B��CD��CE�	!Q��"�,	#��-
�, m/s
w′ �@Q�"������!Q��"�,	Iq��	CD��CE��	, N/m
0w �@Q�"������!Q��"�,	#��-
��	CD��CE�	, N/m
0W �@Q�"���G����!�!Q��"�,	#��-
�, 2

0 0 0W w E R′ ′=

x �����
���! x !��������B��, m
X �����
���! x G����!��, X x b=

Z ��������"��-������
µ ����"�����*+�L
 (Absolute viscosity), Pa-s
0µ ����"���������������}������,�����, Pa-s 
ρ ����"����,���	�@Q����"�,�����, kg/m3

0ρ ����"����,���	�@Q����"�,��������������
*���������$���� L"�+�����	��	, kg/m3

ρ ����"����,���	�@Q����"�,����� �**G����!��,
0ρ ρ ρ=

ψ Pressure angle, degree
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