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บทคัดย่อ 
การประมาณค่าสถิติสดัส่วนในเมทริกซ์การ

เปล่ียนแปลงสถานะของลูกโซ่มาร์คอฟขนาดใหญ่ 
ด้วยวิธีกําลงัสองน้อยท่ีสดุแบบมีข้อจํากดั ซึง่ก็คือการ
หาผลลพัธ์ของปัญหากําหนดการกําลงัสองท่ีสามารถ
ใช้ฟังก์ชนั quadprog ในกลอ่งเคร่ืองมือของโปรแกรม 
MATLAB ในการหาผลลัพธ์ได้ แต่จะต้องใช้เวลาใน
การประมาณค่าค่อนข้างมาก  ในการวิจัยนีจ้ึง มี
วตัถปุระสงค์เพ่ือศกึษาถึงวิธีการหาผลลพัธ์ของปัญหา
ดงักล่าวข้างต้นด้วยวิธีการแบง่ส่วน (Decomposition 
method) โดยมีสมมติฐานของการวิจยัว่า วิธีการแบ่ง
ส่วนจะให้ค่าผลรวมความคลาดเคล่ือนกําลังสอง 
(Sum of Square Error : SSE) ใกล้เคียงกบัการใช้
ฟังก์ชัน quadprog แต่ใช้เวลาเฉล่ียในการประมาณ
ค่าน้อยกว่า  ซึง่ผลการวิจยัพบว่าเม่ือลกูโซ่มาร์คอฟมี
จํานวนสถานะเพิ่มมากขึน้วิธีการแบ่งส่วนจะใช้เวลา
ในการประมาณค่าน้อยกว่าการใช้ฟังก์ชนั quadprog 
คอ่นข้างมาก แตจ่ะให้คา่ SSE ใกล้เคียงกนั นัน่คือเม่ือ
ลกูโซ่มาร์คอฟมีจํานวนสถานะมากกว่า 100 สถานะ
วิธีการแบ่งส่วนจึงเหมาะสมท่ีจะนํามาใช้ในการ
ประมาณคา่มากกวา่การใช้ฟังก์ชนั quadprog  

คาํสําคัญ : เมทริกซ์การเปล่ียนแปลงสถานะ, ลกูโซ่
มาร์คอฟ, วิธีกําลังสองน้อยท่ีสุดแบบมีข้อจํากัด, 
วิธีการแบง่สว่น  
 
Abstract 

Using the restricted least squared 
method to estimate transition probability matrix 
of large scales Markov Chain is equivalent to 
solving a quadratic programming problem (QPP) 
that can be solved by the ‘quadprog’ function in 
toolbox of MATLAB. However, by using the 
quadprog’ function to solve the problem, it take 
quite a long time. Therefore the aim of this work 
is to propose the decomposition method for 
estimation with research hypothesis: the average 
time to estimate transition matrix is decreased 
and the SSE of both methods are not different. It 
can be concluded that the decomposition 
method should be used for estimating 
probability statistics in transition matrix of 
Markov Chain when it has the number of states 



in more than 100 because it has less average 
time to estimate transition matrix than the 
‘quadprog’ function does.  
Keywords: transition matrices, Markov Chain, 
restricted least square method, Decomposition 
method 
  

1. บทนํา  
 ลกูโซม่าร์คอฟ (Markov Chain) เป็นปัญหา
หนึง่ในกระบวนการสโตแคสตกิ (Stochastic 
Process) ซึง่ถกูนําไปใช้ในรูปของตวัแบบมาร์คอฟ 
(Markov Model) เพ่ือประโยชน์ในด้านของการ
พยากรณ์โอกาสหรือความน่าจะเป็นของการเกิด
เหตกุารณ์ในอนาคต โดยจะต้องอาศยัข้อมลูของ
เหตกุารณ์ในปัจจบุนั กบัเมทริกซ์การเปล่ียนแปลง
สถานะ ดงัรูปแบบท่ีแสดงใน (1)  

πሺk+1ሻ=P' πሺkሻ           							       		   (1) 

โดยท่ี  π(k) เป็นเวกเตอร์แสดงคา่ความนา่จะเป็นของ
การเกิด  
                  เหตกุารณ์ ณ ขัน้ตอนท่ี     

                  เม่ือ   k=1,2,…,T-1   
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         เป็นเมทริกซ์ความน่าจะเป็นของการ
เปล่ียนแปลงสถานะ  
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โดยท่ี เมทริกซ์  จะต้องมีเง่ือนไข 2 ข้อ คือ 

1. ผลรวมของสมาชิกทกุตวัในแถว (row) 
เดียวกนั จะต้องเทา่กบั 1 ดงัแสดงใน (2) 

2. สมาชิกทกุตวัของเมทริกซ์  จะต้องมีคา่
อยูร่ะหวา่ง 0 ถึง 1 ดงัแสดงใน (3) 

                   
Pe=e                                             (2) 

                                0൑pij൑1                                    	  (3) 

เม่ือ    e= 
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 และ   i=1,2,…,n    ,     j=1,2,…,n 

โดยท่ี  n   แทนจํานวนสถานะของลกูโซม่าร์คอฟ ซึง่มี

ขัน้ตอนทัง้หมดเท่ากบั  T-1  ขัน้ตอน 

การประมาณค่าสัดส่วนในเมทริกซ์การ
เปล่ียนแปลงสถานะเป็นท่ีสนใจศึกษาของนักวิจัย
หลายท่าน ดงัการศึกษารวบรวมของ Dent กับ 
Ballintine [1]  พบว่ามีการประมาณคา่สดัสว่นในเมท
ริกซ์การเปล่ียนแปลงสถานะสําหรับช่วยในการ
ตดัสินใจในด้านต่าง ๆ   ได้แก่    ด้านเศรษฐศาสตร์
การเกษตร  สังคมวิทยา  จิตวิทยา  วิทยาศาสตร์
ประกนัภยั การตลาด การเงิน เภสชัศาสตร์ พฤติกรรม
ศาสตร์ และประชากรศาสตร์  เป็นต้น ในเวลาต่อมา
ตัวแบบลูกโซ่มาร์คอฟก็ยังคงได้รับความสนใจจาก
นักวิจัยในสาขาวิชาต่าง ๆ ดังเช่น การศึกษาความ
เปล่ียนแปลงของโรคเรือ้รังด้วยตัวแบบลูกโซ่มาร์คอ



ฟของ Craig และ Sendi [2] การประมาณคา่สดัสว่น
ในเมทริกซ์ฯ เพ่ือการพยากรณ์ความเสี่ยงด้านเครดิต 
(Credit  Risk) ของ Jones [3] Chistodoulakis [4] 
และ Simister [5] การศกึษาการอพยพย้ายถ่ินของ
ประชากรของ Constant กบั Zimmermann [6]  เป็น
ต้น       

 สําหรับวิธีในการประมาณค่าสถิติสดัส่วนใน
เมทริกซ์การเปลี่ยนแปลงสถานะนัน้ มีผู้ สนใจเสนอ
วิธีการประมาณคา่ท่ีแตกตา่งกนัหลายวิธี เช่นวิธีภาวะ
น่าจะเป็นสงูสดุ (Maximum Likelihood) และวิธีการ
ประมาณค่าของเบย์ (Bayesian Estimation) ดงั
การศกึษาของ Lee , Judge และ Zellner [7] วิธีกําลงั
สองน้อยท่ีสุดแบบถ่วงนํา้หนัก (Weighted Least 
Square) ตามการศกึษาของ Madansky [8] และ 
Kalbfleisch กบั Lawless [9] วิธีกําลงัสองน้อยท่ีสดุ 
(Least Squares) ซึง่มีทัง้กรณีท่ีคํานึงและไม่คํานึงถึง
ข้อจํากัด (2) และ (3) โดยในกรณีท่ีไม่คํานึงถึง
ข้อจํากดั (2) และ (3)  ตามการศกึษาของ Miller   
[10] Goodman [11] และTelser [12] สว่นในกรณีท่ี
คํานึงถึงข้อจํากดั (2) และ (3) นัน้มีผู้ ทําการศกึษาไว้
หลายท่านได้แก่ Lee, Judge  กบั Takayama [13] 
และTheil กบั Ray [14]  ในการวิจยันีจ้ะประมาณค่า
ด้วยวิธีกําลงัสองน้อยท่ีสุดแบบคํานึงถึงข้อจํากัด (2) 
และ (3) หรือท่ีเรียกว่า วิธีกําลงัสองน้อยท่ีสุดแบบมี
ข้อจํากดั (Restricted Least Squares) โดยกําหนดให้

ทราบคา่ประมาณของ πሺkሻ เม่ือ k=1,2,…,T-1 เพ่ือ

หาคา่ pij สําหรับทกุคา่ i, j = 1,2,…,n       ท่ีทําให้ 

Min	෍൫πሺk+1ሻ-P̅' πሺkሻ൯'൫πሺk+1ሻ-P̅'πሺkሻ൯

T-1

k=1

		 

subject to                              Pe=e		 

                                          0൑pij൑1		 

หรืออาจจะเขียนในรูปแบบ ดงัตอ่ไปนี ้

Min  f = ෍෍൭πjሺk+1ሻ-෍ pij

n

i=1

πi(k)൱

n

j=1

T-1

k=1

2

 				 (4) 		 

subject to        ෍   pij 

n

j=1

=1  ,         i=1,2,…,n  								(5) 							 

                       pij൒0  ,		i=1,2,…,n	,  j=1,2,…,n  									(6)     

 จากตวัแบบข้างต้นซึง่ก็คือปัญหากําหนดการ
กําลงัสอง (Quadratic Programming Problem) จึง
สามารถใช้ฟังก์ชนั quadprog ท่ีอยู่ในกลอ่งเคร่ืองมือ 
(Toolbox) ของโปรแกรม MATLAB ในการประมาณ

คา่  pij  ได้ จากการศกึษาโดยทําการทดลองบนเคร่ือง
คอมพิวเตอร์ส่วนบุคคล (Personal Computer) 
หน่วยความจํา  4 GB  ความจขุอง Hard Disk  Drive   

3.3  GHz พบว่าฟังก์ชัน quadprog สามารถ

ประมาณคา่ pij ของลกูโซม่าร์คอฟท่ีมีจํานวนสถานะ
มากกว่า 200 สถานะได้ แต่จะใช้เวลาเฉล่ียในการ
ประมาณค่ามากกว่า 12 ชัว่โมง ดงันัน้ในการวิจยันีจ้ึง
มีวัตถุประสงค์เพ่ือศึกษาถึงการใช้วิธีการแบ่งส่วน 
(Decomposition Method) ในการประมาณค่าสถิติ
สดัส่วนในเมทริกซ์การเปล่ียนแปลงสถานะของลกูโซ่
มาร์คอฟท่ีมีจํานวนสถานะตัง้แต่ 100 สถานะขึน้ไป 
โดยมีสมมติฐานของการวิจยัว่าวิธีการแบ่งส่วนจะใช้
เวลาเฉล่ียในการประมาณคา่น้อยกวา่  
 
2. แนวคดิและทฤษฎีที่เก่ียวข้อง 

ในการวิจยันีจ้ะทําการศกึษาการประมาณ
คา่สถิตสิดัสว่นในเมทริกซ์การเปล่ียนแปลงสถานะของ
ลกูโซม่าร์คอฟขนาดใหญ่ด้วยวิธีการแบง่สว่น และการ



ใช้ฟังก์ชนั quadprog ในโปรแกรม MATLAB  [15] ดงั
รายละเอียดตอ่ไปนี ้

 
2.1 ฟังก์ชัน quadprog 
 quadprog เป็นฟังก์ชนัท่ีใช้ในการหาผลลพัธ์
ท่ีดีท่ีสดุของกําหนดการกําลงัสอง ซึง่มีรูปแบบดงันี ้

Minimize    
1
2

 x'H x - d'x     

Subject to    Ax    ൒    b  		 

															Aeqx   =     beq 

                        x  ൒   0 

คําสัง่ท่ีใช้ใน MATLAB  เป็นดงันี ้

ሾx,fval,exitflag,output,lambdaሿ 

			=quadprog(D,c,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,options) 

โดยท่ี    ข้อมลูนําเข้า  (Input) 
d   คือ เวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงคา่สมัประสิทธ์ิ

ของพจน์กําลงัหนึง่ในฟังก์ชนัเป้าหมาย 
H  คื อ  เ ม ท ริ ก ซ์ ส ม ม า ต ร ท่ี แ ส ด ง ค่ า

สมัประสทิธ์ิของพจน์กําลงัสองในฟังก์ชนัเป้าหมาย 
A   คือ เมทริกซ์ท่ีแสดงสมัประสิทธ์ิของตวั

แปรตดัสนิใจในอสมการข้อจํากดั 

             Aeq		 คือ เมทริกซ์ท่ีแสดงสมัประสทิธ์ิของตวั
แปรตดัสนิใจในสมการข้อจํากดั 
  b    คือ เวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงคา่คงท่ีทาง
ขวามือของอสมการข้อจํากดั 

             beq  คือ เวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงคา่คงท่ีทาง
ขวามือของสมการข้อจํากดั                          
             lb   คือ เวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงคา่ขอบเขต
ลา่งของตวัแปรตดัสนิใจ 

            ub   คือ เวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงคา่ขอบเขต
บนของตวัแปรตดัสนิใจ 

             x0  คือ เวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงคา่เร่ิมต้น
สําหรับบางวิธี 
            Options คือตวัเลือกท่ีกําหนดด้วยฟังก์ชนั 
optimset ได้แก่ จํานวนรอบสงูสดุท่ีใช้ในการวนหา
คําตอบ (MaxIter)   วิธีการ (Algorithm) ซึง่มีให้เลือก 
3 วิธี คือ active-set, trust-region-reflective และ 
interior-point-convex เป็นต้น 
            ข้อมลูออก  (Output) 
 x          คือเวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงคา่ท่ีดีท่ีสดุ
ของตวัแปรตดัสนิใจ 
 fval      คือคา่ท่ีดีท่ีสดุของฟังก์ชนัเป้าหมาย 
            exitflag  คือคา่ท่ีแสดงวา่วิธีการนัน้ให้คา่ท่ีลู่
เข้าสูคํ่าตอบท่ีดีท่ีสดุหรือไม ่ โดยถ้า exitflag > 0 
แสดงวา่วิธีการนัน้ให้คา่ท่ีลูเ่ข้าสูคํ่าตอบท่ีดีท่ีสดุ 
 output  คือสว่นท่ีแสดงข้อมลูตา่ง ๆท่ีเก่ียวกบั
การหาคา่ท่ีดีท่ีสดุ เช่น จํานวนรอบท่ีใช้ในการหา
คําตอบ  วธีิการท่ีใช้ เป็นต้น 
 lambda คือสว่นท่ีแสดงถงึตวัคณูลากรองจ์  

              (Lagrange multipliers) ท่ีสอดคล้องกบั
ข้อจํากดัจดัรูปฟังก์ชนัเป้าหมาย (4) เพ่ือให้สอดคล้อง
กบัตวัแบบท่ีจะใช้ฟังก์ชนั quadprog ดงันี ้

Min  f = ෍෍൭πjሺk+1ሻ-෍ pij

n

i=1

πi(k)൱

n

j=1

T-1

k=1

2

 

         = ෍෍൫൫πj(k+1)൯
2

n

j=1

T-1

k=1

	 



										- 2 πjሺk+1ሻ෍ pij

n

i=1

πiሺkሻ+൭෍ pij

n

i=1

πi(k)൱

2

൱ 

	       = ෍൭෍ቀπjሺk+1ሻቁ
2

T-1

k=1

൱

n

j=1

– d'P + 1
2
 P'HP      (7)  

โดยท่ี P  เป็นเวกเตอร์แนวตัง้ของตวัแปรตดัสินใจท่ีมี
ขนาด 

             n2×1 

         P = ൦

P1
P2
⋮

Pn

൪    โดยท่ี  Pi= ൦

pi1
pi2
⋮

pin

൪    เม่ือ  i=1,2,…,n 

      d	เป็นเวกเตอร์แนวตัง้ท่ีมีขนาด n2×1  ൌ  ൦

d1
d2
⋮

dn

൪    

โดยท่ี    

di= 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
෍൫2൫πiሺkሻ൯(π1ሺk+1ሻ)൯ۍ

T-1

k=1

෍൫2൫πiሺkሻ൯(π2ሺk+1ሻ)൯

T-1

k=1
⋮

෍൫2൫πiሺkሻ൯(πnሺk+1ሻ)൯

T-1

k=1 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

  , i=1,2,…,n 

        H   เป็นเมทริกซ์สมมาตรท่ีมีขนาด n2×n2 

             = ൦

H11 H12
H21 H22

⋯ H1n
⋯ H2n

⋮ ⋮
Hn1 Hn2

⋱ ⋮
⋯ Hnn

൪     โดยท่ี 

Hij= 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
2෍൫πiሺkሻ൯(πjሺkሻ)ۍ

T-1

k=1

0

0 2෍൫πiሺkሻ൯(πjሺkሻ)

T-1

k=1

⋯ 0

⋯ 0

         ⋮      ⋮

        0      0

⋱ ⋮

⋯ 2෍൫πiሺkሻ൯(πjሺkሻ)

T-1

k=1 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

							Aeq   เป็นเมทริกซ์ท่ีแสดงสมัประสทิธ์ิของตวั

แปรตดัสนิใจในสมการข้อจํากดัมีขนาด n×n2 

Aeq= ൦

e1' 0
0 e2'

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ en'

൪     โดยท่ี   ei= 

ۏ
ێ
ێ
ۍ
1
1
1
⋮
ے1
ۑ
ۑ
ې

n×1

 

						beq			เป็นเวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงค่าคงท่ีทาง
ขวามือของ  

                   สมการข้อจํากดัมีขนาด n×1  = 

ۏ
ێ
ێ
ۍ
1
1
1
⋮
ے1
ۑ
ۑ
ې

n×1

 

   lb    เป็นเวกเตอร์แนวตัง้ท่ีแสดงคา่ขอบเขตลา่งของ 

                ตวัแปรตดัสนิใจมีขนาด n2×1  = 

ۏ
ێ
ێ
ۍ
0
0
0
⋮
ے0
ۑ
ۑ
ې

n2×1

       

 

2.2  วธีิการแบ่งส่วน  
ในการวิจยันีจ้ะประยกุต์ใช้แนวความคดิใน

การแบง่เมทริกซ์ตามการศกึษาของ Whinston [16] 
ซึง่ได้ทําการประยกุต์ใช้วิธีการแบง่สว่นของแดนท์ซกิ
และวฟู (Dantzig-Wolfe Decomposition) [17]   ใน
การหาผลลพัธ์ท่ีดีท่ีสดุของปัญหากําหนดการกําลงั
สอง ท่ีข้อจํากดัมีโครงสร้างพิเศษและสามารถแบง่
ออกเป็นปัญหาหลกั และปัญหายอ่ยได้ ซึง่ในการวิจยั



นีจ้ะประยกุต์ใช้เฉพาะแนวความคดิในสว่นของการ
กําหนดปัญหายอ่ยเท่านัน้ โดยจะทําการจดัรูปแบบ
ของฟังก์ชนัเป้าหมาย (4) ดงันี ้

f =  ෍෍൭πjሺk+1ሻ-෍ pij

n

i=1

πi(k)൱

n

j=1

T-1

k=1

2

 

	=  ෍෍ቀπjሺk+1ሻቁ
2

n

j=1

T-1

k=1

 

				-෍෍൭෍ 2(πj

T-1

k=1

ሺk+1ሻ)(πiሺkሻ)൱

n

j=1

n

i=1

pij 

			+෍෍෍෍ (πi

n

l=1

n

i=1

T-1

k=1

n

j=1

ሺkሻ) ൫πlሺkሻ൯  pij plj 

		= ෍൭෍ቀπjሺk+1ሻቁ
2

T-1

k=1

൱

n

j=1

- Cj
' Pj  + Pj

' D  Pj   	(8) 

โดยท่ี              Pj= ൦

p1j
p2j

⋮
pnj

൪      

Cj= 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
෍൫2൫π1ሺkሻ൯(πjሺk+1ሻ)൯ۍ

T-1

k=1

෍൫2൫π2ሺkሻ൯(πjሺk+1ሻ)൯

T-1

k=1
⋮

෍൫2൫πnሺkሻ൯(πjሺk+1ሻ)൯

T-1

k=1 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

D= 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
෍൫π1ሺkሻ൯(π1ሺkሻ)ۍ

T-1

k=1

෍൫π1ሺkሻ൯(π2ሺkሻ)

T-1

k=1

⋯ ෍൫π1ሺkሻ൯(πnሺkሻ)

T-1

k=1

෍൫π2ሺkሻ൯(π1ሺkሻ)

T-1

k=1

෍൫π2ሺkሻ൯(π2ሺkሻ)

T-1

k=1

⋯ ෍൫π2ሺkሻ൯(πnሺkሻ)

T-1

k=1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

෍൫πnሺkሻ൯(π1ሺkሻ)

T-1

k=1

෍൫πnሺkሻ൯(π1ሺkሻ)

T-1

k=1

⋯ ෍൫πnሺkሻ൯(πnሺkሻ)

T-1

k=1 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

นัน่คือจากฟังก์ชนั f  สามารถแบง่เป็นปัญหา
การประมาณค่าด้วยวิธีกําลังสองน้อยท่ีสุดแบบมี

เง่ือนไข จํานวน n   ปัญหายอ่ย (j=1,2,…,n)	 ดงันี ้  

Minimize  fj = ෍ቀπjሺk+1ሻቁ
2

T

k=1

 - Cj
' Pj + Pj

' D  Pj 

subject to              0 ൑ pij ൑1  ,                   i=1,2,…,n 

เม่ือทําการหาผลลัพธ์ของแต่ละปัญหาย่อย
ด้วยฟังก์ชนั quadprog ของโปรแกรม MATLAB ก็จะ

ได้คา่ของ Pj ซึง่เม่ือนําเวกเตอร์ Pj มารวมเป็นเมทริกซ์ 
จะพบว่าเมทริกซ์ท่ีได้จะยงัไม่เป็นไปตามข้อจํากดั (5) 

ดงันัน้จะต้องทําการปรับคา่ pij ในแตล่ะแถว i โดยการ

หารคา่ pij	แตล่ะตวัด้วย ∑   pij 
n
j=1  

 

3.  ตวัอย่างการคาํนวณด้วยวิธีการแบ่งส่วน 
จากข้อมลูส่วนแบ่งทางการตลาดของบุหร่ี 3 

ย่ีห้อ [14] ซึง่มีข้อมลูทัง้หมด 19 ปี ดงันี ้
 
ปี
ท่ี 

ย่ีห้อบหุร่ี 
A B C 

1 0.5056 0.2028 0.2916 
2 0.4879 0.1899 0.3222 
3 0.4504 0.2236 0.326 
4 0.4068 0.3039 0.2893 
5 0.3637 0.3616 0.2747 
6 0.3365 0.4118 0.2517 



7 0.3311 0.4425 0.2264 
8 0.2936 0.4498 0.2566 
9 0.2794 0.4008 0.3198 

10 0.3418 0.3301 0.3281 
11 0.3867 0.3013 0.312 
12 0.4074 0.2906 0.302 
13 0.4084 0.2949 0.2967 
14 0.3842 0.3195 0.2963 
15 0.3746 0.3358 0.2896 
16 0.3708 0.35 0.2792 
17 0.3579 0.3653 0.2768 
18 0.3527 0.3851 0.2622 
19 0.3276 0.3875 0.2849 

 

ตวัแบบสําหรับการประมาณคา่ pij 

Min  f = ෍෍൭πjሺk+1ሻ-෍ pij

3

i=1

πi(k)൱

3

j=1

18

k=1

2

 

							=  ෍൭෍ቀπjሺk+1ሻቁ
2

18

k=1

൱  

3

j=1

- Cj
' Pj   + Pj

' D  Pj   

subject to       ෍   pij 

n

j=1

=1  ,   i=1,2,…,n 							 

                                  pij൒0  ,		i	, j	=1,2,…,n  

โดยท่ี     P1= ൥
p11
p21
p31

൩   ,   P2= ൥
p12
p22
p32

൩   ,   P3= ൥
p13
p23
p33

൩ 

C1= ቈ
5.1529
4.2868
3.8832

቉    ,    C2= ቈ
4.5653
4.2222
3.5005

቉   ,   C3= ቈ
3.9608
3.4096
3.0186

቉ 

D= ቈ
5.3169 4.3864 3.9756
4.3864 4.1378 3.3944
3.9756 3.3944 3.0324

቉ 

แบง่เป็นปัญหายอ่ยจํานวน 3 ปัญหายอ่ย ดงันี ้  

Minimize  f1 = 2.5102 - C1
'  P1 + P1

'  D  P1 

subject to       0 ൑	pi1	൑1  ,   i=1,2,3 

Minimize  f2 = 2.1779 - C2
'  P2 + P2

'  D  P2 

subject to              0 ൑ pi2 ൑1  ,        i=1,2,3 

Minimize  f3 = 1.5123 - C3
'  P3 + P3

'  D  P3 

subject to              0 ൑ pi3 ൑1  ,        i=1,2,3 

ใช้ฟังก์ชนั quadprog  ในโปรแกรม MATLAB 
ในการแก้ปัญหาย่อยทัง้สาม ได้ค่าประมาณของ 

P1	,	P2	,	P3  ดงันี ้    

P1 = ቈ
0.5905

0
0.5064

቉  ,  P2 = ቈ
0.1341
0.8782

0
቉  ,  P3 = ቈ

0.0972
0.1090
0.7460

቉ 

ปรับคา่ pij ในแตล่ะแถว i โดยการหารคา่ pij	
ด้วย ∑   pij 

n
j=1  ซึง่ได้ผลดงันี ้

P=	 ቈ
0.7185 0.1632 0.1183

0 0.8896 0.1104
0.4043 0 0.5957

቉  

 

4.  วิธีวจิัย 
 ในการวิจัยนี ไ้ ด้ ทําการทดลองบนเคร่ือง
คอมพิวเตอร์ ส่วนบุคคล (Personal Computer) 
หน่วยความจํา  4 GB  ความจขุอง Hard Disk  Drive   
3.3  GHz โดยในแตล่ะสถานการณ์จะทําซํา้จํานวน 5 
รอบ สามารถแบง่ขัน้ตอนในการวิจยัได้เป็น 4 ขัน้ตอน
ดงันี ้
4.1   จําลองข้อมลูท่ีจะใช้ในการประมาณค่าสถิติ
สดัส่วนในเมทริกซ์การเปล่ียนแปลงสถานะของลกูโซ่
มาร์คอฟ   

มีขัน้ตอนดงันี ้



4.1.2  สร้างเมทริกซ์การเปลี่ยนแปลงสถานะ P โดย

สุม่ ขนาด n×n ซึง่กําหนดให้มีจํานวนสถานะ n แยก
เป็น 2 สว่นคือ 

-   สําหรับการเปรียบเทียบเวลาท่ีใช้ในการ
ประมาณค่าและค่าผลรวมความคลาดเคล่ือนกําลัง
สองระหว่างการใช้ ฟังก์ชนั quadprog กบัการใช้
วิธีการแบ่งส่วน จะกําหนดจํานวนสถานะ n เป็น 10 , 
20 , 30 , 40 , 50 , 60 , 70  และ 80 

- สําหรับการประมาณค่าด้วยวิธีการแบ่ง
ส่วนเพียงวิธีเดียว จะกําหนดจํานวนสถานะ n เป็น 
100 , 120 , 140 , 160 , 180 , 200 , 250 , 500 และ 
1,000  
4.1.2 จากเมทริกซ์ P ท่ีได้ใน 4.1.1 จําลองข้อมลูดงัตวั

แบบ (1) ให้มีขนาด n×T โดยกําหนดให้มีจํานวน
ขัน้ตอน T เป็น 10 , 20 , 40 , 80 และ 100     
4.2 สร้างเมทริกซ์และเวกเตอร์ให้สอดคล้องกบั (7) 
และ (8) 
4.3 สร้างชุดคําสัง่บนโปรแกรม MATLAB เพ่ือ
ประมาณค่าในแต่ละวิธี แล้วทําการจดบันทึกเวลา
เฉ ล่ียในการประมาณค่า  และค่าผลรวมความ
คลาดเคล่ือนกําลงัสอง (Sum of  Square Error : 
SSE)    
4.4   วิเคราะห์ผล โดยการเปรียบเทียบเวลาเฉล่ียใน
การประมาณค่า และค่าผลรวมความคลาดเคล่ือน
กําลงัสอง 
 
5.  ผลการวิจยั 
 จากการดําเนินการตามขัน้ตอนตา่ง ๆ ข้างต้น 
สําหรับกรณีท่ีจํานวนสถานะ n น้อยกว่า 100 สถานะ
ได้ผลดงัแสดงในตารางท่ี 1 เม่ือพิจารณาค่าร้อยละ

ความแตกต่างระหว่างค่าสมับรูณ์ของ SSE ท่ีได้จาก
การใช้วิธีการแบ่งส่วน กับการใช้ฟังก์ชัน quadprog 
เทียบกบัค่า SSE ท่ีได้จากการใช้ฟังก์ชนั quadprog 
พบว่า ท่ีจํานวนสถานะ n น้อยกว่า 50 สถานะ ค่า 
SSE ของทัง้สองวิธีมีความแตกตา่งกนัคอ่นข้าง 
มาก แต่เม่ือจํานวนสถานะ n เพิ่มขึน้ ความแตกต่าง
ของค่า SSE จะน้อยลง และเม่ือพิจารณาด้านเวลาท่ี
ใช้ในการประมาณค่าจะพบว่า เม่ือจํานวนสถานะ n 
เพิ่มขึน้ การประมาณค่าสถิติสัดส่วนในเมทริกซ์การ
เปล่ียนแปลงสถานะของลกูโซม่าร์คอฟด้วยวิธีการแบง่
สว่นจะใช้เวลาเฉล่ียในการประมาณคา่น้อยกวา่การใช้
ฟังก์ชนั quadprog คอ่นข้างมาก ดงันัน้สําหรับกรณีท่ี
จํานวนสถานะ n ตัง้แต ่100 สถานะขึน้ไป จะนําเสนอ
เฉพาะคา่ SSE และเวลาท่ีใช้ในการประมาณคา่สถิติ
สดัส่วนในเมทริกซ์การเปล่ียนแปลงสถานะของลกูโซ่
มาร์คอฟด้วยวิธีการแบ่งส่วนเท่านัน้โดยนําเสนอใน
ตารางท่ี 2 ซึ่งพบว่า ถ้าจํานวนสถานะของลูกโซ่
มา ร์คอฟไม่ เ กิน  200  สถานะจะใช้ เวลาในการ
ประมาณค่าไม่ถึง 10 วินาที หรือถ้ามีจํานวนสถานะ
มากถึง 1,000 สถานะก็จะใช้เวลาในการประมาณ
คา่เฉลี่ยประมาณ 20 นาที  
  
6.  สรุปผลการวิจยั 
 เม่ือต้องการประมาณค่าสถิติสดัส่วนในเมท
ริกซ์การเปล่ียนแปลงสถานะของลกูโซ่มาร์คอฟขนาด
ใหญ่ วิธีการแบง่สว่นท่ีนําเสนอในการวิจยันีเ้ป็นวธีิการ
หนึ่งท่ีน่าสนใจ เน่ืองจากให้ค่า SSE ใกล้เคียงกบัการ
ใช้ฟังก์ชนั quadprog ของโปรแกรม MATLAB แตใ่ช้
เวลาในการประมาณคา่น้อยกวา่หลายร้อยเท่า 
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ตารางท่ี 1  แสดงคา่เฉล่ียของผลรวมของความคลาดเคล่ือนกําลงัสองและเวลาเฉลี่ย (วินาที) ท่ีใช้ในการประมาณคา่ จําแนกตาม
วิธีการ และร้อยละความแตกตา่งระหวา่งคา่ SSE ของทัง้สองวิธี เทียบกบัคา่ท่ีได้จากฟังก์ชนั quadprog   

จํานวน
สถานะ 

n 

จํานวน
ขัน้ตอน 

T 

ฟังก์ชนั	quadprog วิธีการแบง่สว่น ร้อยละ 
ความแตกตา่ง 
ของคา่SSE 

SSE เวลาในการ
ประมาณ 

SSE เวลาในการ
ประมาณ 

10 10 2.8626	× 10-4 0.0411 0.0723 0.0398 25156.76 
 20 9.9782	× 10-4 0.0202 0.1653 0.0377 16466.11 
 40 0.0030 0.0205 0.3176 0.0382 10486.67 
 80 0.0052 0.0214 0.4795 0.0387 9121.15 
 100 0.0068 0.0222 0.7079 0.0392 10310.29 

20 10 1.3953	× 10-4 0.0649 0.0092 0.0874 6493.56 
 20 3.4498	× 10-4 0.0783 0.0118 0.0903 3320.49 
 40 8.8007	× 10-4 0.0792 0.0382 0.0877 4240.56 
 80 0.0021 0.0811 0.0901 0.0873 4190.48 
 100 0.0022 0.0883 0.1323 0.0915 5913.64 

30 10 1.0300	× 10-4 0.2732 5.4830 × 10-4 0.1540 432.33 
 20 2.3563	× 10-4 0.2906 0.0026 0.1537 1003.42 
 40 4.5468	× 10-4 0.2737 0.0016 0.1469 251.90 
 80 0.0011 0.3087 0.0080 0.1534 627.27 
 100 0.0012 0.3128 0.0044 0.1528 266.67 

40 10 5.6082	× 10-5 1.0316 5.5874 × 10-5 0.2420 0.37 
 20 1.3112	× 10-4 1.0646 2.6925 × 10-4 0.2309 105.35 
 40 3.1998	× 10-4 1.0767 9.9347 × 10-4 0.2282 210.58 
 80 5.7071	× 10-4 1.0814 7.9399 × 10-4 0.2296 39.12 
 100 7.3949	× 10-4 1.0884 0.0018 0.2302 143.41 

50 10 4.0751	× 10-5 5.2242 3.3175 × 10-5 0.3631 18.59 
 20 8.9111	× 10-5 5.2032 8.1762 × 10-5 0.3481 8.25 
 40 2.0605	× 10-4 5.3329 2.0152 × 10-4 0.3238 2.20 
 80 3.9972	× 10-4 5.1377 4.2826 × 10-4 0.3455 7.14 
 100 5.0434	× 10-4 5.4145 5.2252 × 10-4 0.3443 3.60 

60 10 3.0291	× 10-5 19.9159 2.0881 × 10-5 0.5280 31.07 
 20 6.7679	× 10-5 19.8151 5.3340 × 10-5 0.6066 21.19 
 40 1.4522	× 10-4 19.8277 1.2410 × 10-4 0.4950 14.54 
 80 2.9085	× 10-4 20.1032 2.8602 × 10-4 0.4888 1.66 
 100 3.4266	× 10-4 19.9177 3.2701 × 10-4 0.4765 4.57 



 
 

จํานวน
สถานะ 

n 

จํานวน
ขัน้ตอน 

T 

ฟังก์ชนั	quadprog วิธีการแบง่สว่น ร้อยละ 
ความแตกตา่ง 
ของคา่SSE 

SSE เวลาในการ
ประมาณ 

SSE เวลาในการ
ประมาณ 

70 10 3.5916	× 10-5 56.7337 1.2841 × 10-5 0.7656 64.25 
 20 6.5341	× 10-5 56.6855 3.6835 × 10-5 0.7510 43.63 
 40 1.3847	× 10-4 56.3064 1.0330 × 10-4 0.7472 25.40 
 80 2.4866	× 10-4 56.0143 1.7763 × 10-4 0.7102 28.57 
 100 3.1790	× 10-4 55.2967 2.7282 × 10-4 0.6747 14.18 

80 10 3.3280	× 10-5 125.6306 1.3576 × 10-5 0.9077 59.21 
 20 5.9041	× 10-5 126.3160 3.1372 × 10-5 0.9548 46.86 
 40 1.3393	× 10-4 123.6948 7.6197 × 10-5 0.9611 43.11 
 80 2.4004	× 10-4 123.7975 1.4703 × 10-4 1.1165 38.75 
 100 2.9711	× 10-4 123.6773 1.6702 × 10-4 1.0819 43.79 

       

                   
 

รูปท่ี 1  คา่ผลรวมของความคลาดเคล่ือนกําลงัสอง (SSE) จากการใช้ฟังก์ชนั quadprog และวิธีการแบง่สว่น (Decomposition) 
ท่ี n ไมเ่กิน 20 

                      
 

รูปท่ี 2  คา่ผลรวมของความคลาดเคล่ือนกําลงัสอง (SSE) จากการใช้ฟังก์ชนั quadprog และวิธีการแบง่สว่น (Decomposition) 
ท่ี n มากกวา่ 20 
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ตารางท่ี 2  แสดงคา่เฉล่ียของผลรวมของความคลาดเคล่ือน
กําลงัสองและเวลาเฉล่ีย (วินาที) ท่ีใช้ในการประมาณคา่ด้วย
วิธีการแบง่สว่น 
จํานวน

สถานะ n 

จํานวน

ขัน้ตอน T 

วิธีการแบง่สว่น 
SSE เวลาในการประมาณ 

100 10 1.0756	× 10-5 1.4660 

 20 2.1211	× 10-5 1.5774 

 40 4.4598	× 10-5 1.4396 

 80 6.0088	× 10-5 1.4802 

 100 1.0329	× 10-4 1.4695 

120 10 6.0121	× 10-6 2.4449 

 20 1.3864	× 10-5 2.3181 

 40 2.7933	× 10-5 2.3496 

 80 5.0090	× 10-5 2.3312 

 100 7.0649	× 10-5 2.2991 

140 10 6.0544	× 10-6 3.5181 

 20 1.2088	× 10-5 3.4536 

 40 1.3992	× 10-5 3.5376 

 80 3.3558	× 10-5 3.5886 

 100 4.8283	× 10-5 3.4808 

160 10 2.0259	× 10-5 4.6234 

 20 1.9282	× 10-5 4.6708 

 40 1.4308	× 10-5 4.7238 

 80 3.1043	× 10-5 4.6516 

 100 3.0619	× 10-5 4.6739 

180 10 5.5020	× 10-5 6.4559 

 20 1.0060	× 10-4 6.4392 

 40 5.6486	× 10-5 6.6829 

 80 3.4189	× 10-5 6.5754 

 100 3.7169	× 10-5 6.4718 

200 10 1.3708	× 10-5 8.3602 

 20 1.3133	× 10-5 8.1714 

 40 3.4121	× 10-5 8.4456 

 80 4.5452	× 10-5 8.4550 

 100 2.9754	× 10-5 8.5159 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จํานวน

สถานะ n 

จํานวน

ขัน้ตอน T 

วิธีการแบง่สว่น 
SSE เวลาในการประมาณ 

250 10 8.3902	× 10-6 16.4065 

 20 3.6361	× 10-6 15.0969 

 40 5.0065	× 10-6 15.5965 

 80 1.0753	× 10-5 15.7215 

 100 1.2091	× 10-5 15.5851 

500 10 2.6807	× 10-7 132.0469 

 20 4.9426	× 10-7 121.5843 

 40 9.3410	× 10-7 119.5634 

 80 2.1056	× 10-6 122.4724 

 100 5.0983	× 10-6 123.9986 

1000 10 5.8845	× 10-8 1.3141 × 103 
 20 4.7418	× 10-8 1.1877 × 103 
 40 7.4658	× 10-8 1.1413 × 103 
 80 3.8162	× 10-7 1.1428 × 103 
 100 4.6954	× 10-7 1.1497 × 103 


